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ВВЕДЕНИЕ
При распространении акустических (продоль-

ных и сдвиговых) первоначально гармонических 
волн в кристаллических твердых телах (металлах, 
сплавах и горных породах), содержащих дислока-
ции, наблюдаются эффекты амплитудно-зависи-
мого внутреннего трения (АЗВТ) — нелинейные 
потери и изменение скорости распространения 
[1–6], при этом имеет место нелинейное искаже-
ние волн и, соответственно, генерация их высших 
гармоник1.

Явление АЗВТ объясняется в рамках гистере-
зисных уравнений состояния σ σ e e= ( , )� , где σ  и 
e  — напряжение и деформация [1–6]. Проявле-
ния гистерезисных свойств среды зависят от ам-
плитуды первоначально гармонической волны и 

1 �Распространение в нелинейных недиспергирующих сре-
дах двух коллинеарных интенсивных высокочастотных 
волн сопровождается генерацией не только их высших 
гармоник (еще более высокочастотных и сильнозатуха-
ющих с расстоянием), но и генерацией низкочастотной 
слабозатухающей волны разностной частоты. На этом 
эффекте основан предложенный В.А. Зверевым и А.И Ка-
лачевым (в СССР) и П. Вестервельтом (в США) принцип 
работы параметрических излучающих и приемных гидро-
акустических антенн, обладающих, при малых размерах, 
высокой направленностью [7, 8].

пройденного волной расстояния, и накапливают-
ся в нелинейных (амплитудно-зависимых) иска-
жениях и изменениях параметров волны по мере 
ее распространения. При слабом искажении пер-
воначально гармонической волны, т.е. при малом 
уровне высших гармоник, площадь петель гистере-
зиса определяет нелинейные потери или декремент 
затухания (ДЗ) волны основной частоты, а среднее 
(по периоду волны) значение < - >σ e σe e( ) ( )m 0  — 
нелинейную поправку к скорости ее распростране-
ния или дефект модуля упругости (ДМУ), где em  —  
амплитуда деформации волны. При сильном же 
искажении первоначально гармонической вол-
ны, когда наиболее сильно проявляются эффекты 
АЗВТ, генерация высших гармоник приводит к до-
полнительным нелинейным потерям волны основ-
ной частоты и к изменению скорости ее распро-
странения, так что в сильно-нелинейном режиме 
эффекты АЗВТ — ДЗ и ДМУ будут определяться 
другими (вообще говоря, неизвестными) выраже-
ниями, отличными от выражений для слабо-нели-
нейного режима.

К настоящему времени единственной микро-
скопической теорией, определяющей гистерезис-
ное уравнение состояния кристаллических твердых 
тел, является дислокационная теория поглощения 
Гранато–Люкке [2, 3]. В этой теории гистерезис 
в уравнении состояния кристалла связывается с 
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отрывом сегментов дислокаций от примесных ато-
мов (под действием внешнего динамического на-
пряжения) и их различным поведением на стади-
ях нагрузки и разгрузки. Отметим, что для многих 
кристаллических твердых тел амплитудные зави-
симости эффектов АЗВТ не соответствуют гисте-
резису Гранато–Люкке, для которого имеет место 
экспоненциальная ( ∝ --e e0

1
0exp( / )A , A > 0 ) за-

висимость ДЗ от амплитуды деформации e0 , соз-
даваемой излучателем [2, 3]. В экспериментальных 
работах по АЗВТ в металлах (Cu, Zn, Pb), сплавах 
(Cu-Zn, Cu-Al, Cu-P) и горных породах (гранит, 
мрамор, известняк, магнезит, кварцит) наблюда-
лись различные (степенные, с показателями сте-
пени p  от 1 до 4 [6, 9–12] и экспоненциальные  
( ∝ -exp( / )A me  [13], ∝ --e em mA1 exp( / )  [14]) за-
висимости ДЗ и ДМУ от амплитуды em . Тем не 
менее, решение задачи о нелинейном распростра-
нении упругих волн в твердых телах с дислокаци-
онным гистерезисом Гранато–Люкке представля-
ет определенный интерес, так как дает правильное 
качественное представление о нелинейных волно-
вых процессах в подобных средах. Такое решение 
полезно в качестве “эталонного” при анализе и 
сравнении закономерностей нелинейных волно-
вых процессов в твердых телах с другими видами 
гистерезисной нелинейности.

Более интенсивно, чем в безграничной среде, 
нелинейные волновые процессы протекают в ре-
зонаторе при его возбуждении на частоте, близ-
кой к резонансной, когда в резонаторе устанавли-
вается стоячая волна [15, 16]. В высокодобротных 
резонаторах амплитуда резонансных колебаний 
значительно превышает амплитуду колебаний 

излучателя и может достигать достаточно высоких 
значений, при которых нелинейные акустические 
эффекты проявляются более заметно, чем в без-
граничной среде. В связи с этим, при проведении 
экспериментальных исследований эффектов АЗВТ 
часто применяются резонаторы [11, 12], так что для 
анализа и сравнения экспериментальных резуль-
татов с аналитическими необходимы расчетные 
формулы для нелинейных акустических эффектов 
в резонаторах с дислокационной гистерезисной 
нелинейностью.

В настоящей статье проводятся теоретические и 
численные исследования эффектов АЗВТ, возни-
кающих при гармоническом резонансном возбуж-
дении сдвиговой волны в стержневом твердотель-
ном резонаторе (с жесткой и мягкой границами) с 
дислокационным гистерезисом Гранато–Люкке и 
линейной диссипацией. Методом возмущений по-
лучены и проанализированы выражения для резо-
нансной кривой резонатора, нелинейных потерь и 
сдвига резонансных частот, а также для амплитуды 
волны на частоте третьей гармоники. Определены 
пределы применимости полученных выражений.

1. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ 
КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

С ДИСЛОКАЦИОННЫМ ГИСТЕРЕЗИСОМ
Из дислокационной теории Гранато–Люк-

ке [2, 3] следует, что гистерезисное уравнение 
состояния кристаллического твердого тела (для 
сдвиговых напряжений σ σ= xy  и деформаций 
e e= = ∂ ∂yx yU x/ ) имеет вид:

	 σ e e e e e( , ) [ ( , )],� �= -G f0 	 (1)
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где x  и y  — декартовы координаты, U Uy =  — y-ком-
понента сдвигового смещения, G G QG0 1= +/ ( ),  
D Q= g3 3Γ / ! , g = >>L LN c/ 1 , Γ = pf aLm c/ 4 , 
f U am ≈ 0 / , Q a L C L Gc c= = -48 24 12 2 4 2 3L L/ ( ) /p n p ,  
C Ga= -2 12 / ( )p n , b = Γ / G0, G  — модуль сдви-
га кристалла без дислокаций, a  — модуль векто-
ра Бюргерса, U0  — энергия связи дислокации с 
примесным атомом, L  — плотность дислокаций, 
Lc  — расстояние между примесными атомами 
вдоль оси дислокации, LN  — длина дислокации, 
n  — коэффициент Пуассона, f ( , )e e e� << << 1, 
f ( , )e e= =0 0� , ∈ <m /b 1, ∈m — амплитуда дефор-
мации. (Аналогичный гистерезис имеет место и 
для продольных напряжений и деформаций.)

В гистерезисе (2) нелинейные по деформации 
e нагрузочные ветви (1 и 3) не зависят от ампли-
туды ∈m, а разгрузочные ветви (2 и 4) — линейны 
по деформации e  и нелинейны по амплитуде ∈m.  
Отметим, что в выражении (2) амплитуда ∈m  не 
является амплитудой деформации e0, заданной на 
границе твердого тела, т.е. ∈ ≠m e0 (как в [2, 3]). Ам-
плитуда ∈m  определяется максимальной деформа-
цией среды, так что при распространении упругой 
волны вдоль оси x, вследствие нелинейного зату-
хания, ее амплитуда ∈m будет уменьшается, поэто-
му ∈ =∈ ≠m m x( , )e e0 0 . В резонаторе же амплитуда 
∈ =∈m m x( , )e0 , кроме e0, зависит от формы колеба-
ния, координаты x, добротности резонатора и ча-
стотной расстройки от соответствующего резонанса.
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2. НЕЛИНЕЙНОЕ ВОЛНОВОЕ 
УРАВНЕНИЕ ДЛЯ РЕЗОНАТОРА 

С ДИСЛОКАЦИОННЫМ ГИСТЕРЕЗИСОМ 
И ЛИНЕЙНОЙ ДИССИПАЦИЕЙ

Подставляя уравнение состояния (1) в уравне-
ние движения r σ e eUtt x= ( , )�  [17, 18], и учитывая 
линейную диссипацию материала резонатора, по-
лучим волновое уравнение для сдвиговых смеще-
ний U x t( , ) :

	 U C U C f Utt xx x xxt- = - +sh sh
2 2 [ ( , )]e e a� ,	 (3)

где С Gsh = ( / ) /r 1 2  — линейная скорость сдвиго-
вой волны, a  — коэффициент линейной диссипа-
ции, r  — плотность.

Граничные условия для сдвиговых смещений U  
и напряжений σ  в резонаторе с жесткой (x = 0) и 
мягкой (x L= ) границами имеют вид [18]:

	 U x t A t( , ) cos= =0 0 W , σ e e( , )� x L= = 0,	 (4)
где A0  и W  — амплитуда и частота возбуждения 
резонатора, L  — длина резонатора.

Из уравнения состояния (1) следует, что 
условие для напряжения на мягкой грани-
це σ e e( , )� x L= = 0  эквив алентно условию: 
e( , ) ( , ) /x L t U x L t x= = ∂ = ∂ = 0 . Резонансные ча-
стоты W p, добротности Qp  и волновые числа K p  
такого резонатора определяются следующими 
выражениями:

W p pС K C p L= = -sh shp ( ) /2 1 2 ,

Q Cp p p= =-µ a1 2
sh / W , 

	 K p Lp = -p( ) /2 1 2 ,	  (5)

где p  — номер моды, p = 1 2 3, , ... .
Вообще говоря, при “сдвиговом” возбуждении 

стержневого резонатора в нем, кроме сдвиговых 
колебаний, возможно возбуждение и колебаний 
изгибных [17]. Чтобы возбуждение изгибных коле-
баний было неэффективным, необходимо, чтобы 
частота возбуждения резонатора W  была близка к 
резонансной частоте W p  сдвиговых колебаний, а 
резонансные частоты �Wn  изгибных колебаний ре-
зонатора (n — номер изгибной моды) были мно-
го меньше W p. Для резонансной частоты изгиб-
ных колебаний �W1

21 76≈ ( , ) /C R Lsh  на первой 
моде (n = 1) [17] из условия �W W1 << p  следует, что 
R L/ << 1, где R  — радиус стержня.

Для решения уравнения (3) с граничными усло-
виями (4) используем замену:

	 V x t U x t A t( , ) ( , ) cos= - 0 W ,	 (6)
при которой граничные условия для V x t( , )  стано-
вятся нулевыми:

V x t( , )= =0 0, ∂ = ∂ =V x L t x( , ) / 0.

Будем рассматривать вынужденные колебания 
резонатора вблизи резонанса моды с номером p, 
когда U x t V x t A( , ) , ( , ) >> 0 . Подставляя (6) в (3), 
получим волновое уравнение для V x t( , ), в правой 
части которого находятся слагаемые, учитывающие 
нелинейность, линейную диссипацию и внешнюю 
силу:

	
V C V C f V V

V A t

tt xx x xt x

xxt

- = - +

+ +
sh sh
2 2

0
2

[ ( , )]

cos .a W W
	 (7)

Считая эти слагаемые малыми, будем искать ре-
шение уравнения (7) методом возмущений, в виде, 
близком к решению однородного уравнения:

	 V x t V x t W x t( , ) ( , ) ( , )= +1 ,	 (8)

где V x t V K xp1 0( , ) sin cos= J, W x t V x t V x n
n

n

n
n n( , ) ( , ) ( )sin( )( )= = +

=

∞

=

∞

∑ ∑
2 2

J φ  

W x t V x t V x n
n

n

n
n n( , ) ( , ) ( )sin( )( )= = +

=

∞

=

∞

∑ ∑
2 2

J φ – малая поправка, связанная 

с нелинейностью резонатора, W x t V x t( , ) ( , )<< 1 ,  
W x t V x tx x( , ) ( , )<< 1 , W x t W x L tx( , ) ( , )= = = =0 0 ,  
J d φ= + +( )W p t 1, V0  и φ1  — амплитуда и фаза 
колебаний на частоте W, V xn( )  и φn  — амплиту-
да и фаза колебаний на частоте nW, d p p= -W W , 
d p p p<< W / . Вследствие нечетной нелинейности 
гистерезисной функции [ f f( , ) ( , )e e e e� �= - - ], в ре-
зонаторе будут генерироваться вторичные волны 
только на нечетных гармониках первоначально 
гармонической волны, самой сильной из них бу-
дет третья.

Из выражения (8) следует, что:

	

e e

e J J φ
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cos cos ( )sin( )

x t x t W x t

K x V x n

x

m p
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	 (9)

где e e J1 1( , ) ( , ) cos cosx t V x t K xx m p= = , em pV K≅ 0  —  
амплитуда деформации в резонаторе, при этом ам-
плитуда деформации ∈m x( )  в уравнении (2) опре-
деляется выражением ∈ =m m px K x( ) cose .

Подставляя (8), (9) в (7), получим неоднородное 
уравнение для W x t( , ) , удовлетворяющее нулевым 
граничным условиям W x t W x L tx( , ) ( , )= = = =0 0:
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02
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Чтобы решение этого уравнения не нараста-
ло во времени, должно выполняться условие ор-
тогональности его правой части собственным 
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функциям sin K xp  оператора, стоящего в левой 
части. Это эквивалентно отсутствию в правой ча-
сти уравнения (10) фурье-компонент с частотой W  
и волновым числом K p. Приравнивая к нулю со-
ответствующие фурье-компоненты правой части 
уравнения (10), получим уравнения для амплиту-
ды и фазы стационарных колебаний в резонаторе 
на частоте W:
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ский интеграл Лежандра 1-го рода.

3. ЭФФЕКТЫ АЗВТ И АМПЛИТУДА 
ТРЕТЬЕЙ ГАРМОНИКИ

Из уравнений (11) получаем выражения для 
резонансной кривой e e em m p= ( , )0 D  резона-
тора, амплитудно-зависимых потерь µ ep nl m, ( ) 
и относительного сдвига резонансной частоты 
D Wp nl m p nl m p, ,( ) ( ) /e d e= :
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Аналогично находим амплитуду e e3( )m  третьей 
гармоники при D Dp p nl m= , ( )e :
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В резонансе, т.е. при D Dp p nl m= , ( )e , из выраже-
ния (12) получаем:

	 e e
e

µ em
p

p p nl m

Q

Q
( )

( ),
0

02

1
=

+
.	 (16)

Из этого выражения следует, что при малых em,  
когда Qp nl mµ e( ) << 1, — e e em pQ( )0 02= , а при боль-
ших em, когда Qp nl mµ e( ) >> 1, амплитуда em опреде-
ляется из уравнения: e e µ e em p nl m( ) ( ),0 02= .
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На рис. 1 приведены резонансные кривые ре-
зонатора, т.е. зависимости e e em m p= ( , )0 D , при 
Qp = 300, D = 1, b = × -3 10 4 и различных значениях 
амплитуды e0. Из рис. 1 видно, что с ростом e0 ам-
плитуда em также растет, при этом форма резонанс-
ной кривой изменяется. В начале, при e0

83 10≤ × - ,  
когда влияние нелинейности незначительно, ре-
зонансная кривая является однозначной и сим-
метричной (относительно линии D p = 0) — она 
практически не расширяется и не сдвигается по 
частоте. Затем, при e0

83 10> × - , резонансная кри-
вая несимметрично расширяется и ее максимум 
сдвигается вниз по частоте, а при e0

84 10> × -  она 
становится неоднозначной. Здесь, как и для ос-
циллятора с упругой кубической нелинейностью 
[16, 19–21], имеет место гистерезис в зависимости 
амплитуды em  от частотной расстройки D p, при 
этом em зависит от направления изменения D p. 
Так, при e0

72 10= × -  (кривая 6), при уменьшении 
D p амплитуда em  вначале непрерывно растет, а за-
тем (при D p ≈ - × -2 2 10 2. ) скачкообразно уменьша-
ется; при увеличении же D p амплитуда em  вначале 
также непрерывно растет, а при D p ≈ - × -1 2 10 2.  — 
скачкообразно увеличивается. (Аналогично изме-
няется амплитуда em  и для резонансной кривой 5.)

Следует иметь в виду, что выражения (12)–(17) 
справедливы только при выполнении условия: 
e e e e3 0( ) ( )m m<< , что и отражено на рис. 2, на ко-
тором приведены графики зависимостей e em( )0  и 
e e3 0( ) от e0 при D = 1 и D Dp p nl m= , ( )e . Из рис. 2 

видно, что в зависимостях e e em m= ( )0  имеют ме-
сто два разных участка: в начале, при малых e0 —  
e e em( )0 0∝ , а затем проявляется тенденция к насы-
щению. С ростом амплитуды e0 (и параметра Qp / b)  
амплитуда e e3 0( ) третьей гармоники быстро рас-
тет: e e b e3 0( ) exp( / )∝ - m  и при lg( / ) .e bm ≈ -1 3  
(т.е. при e bm / ≈ × -5 10 2) достигает значений, 
при которых нарушается условие e e e e3 0( ) ( )m m<< .  
Таким образом, выражения (12)–(17) справедливы 
при e bm / ≤ × -5 10 2. На рис. 3 приведены графики 
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Рис. 1. Резонансные кривые резонатора при Qp = 300, 
D = 1. β = 3 × 10−4 и различных значениях амплитуды ε0: 
линия 1 — ε0 = 10−8, 2 — ε0 = 2 × 10−8, 3 — ε0 = 3 × 10−8, 4 — 
ε0 = 4 × 10−8, 5 — ε0 = 10−7, 6 — ε0 = 2 × 10−7. Пунктирные 
линии на резонансных кривых 5, 6 не реализуются, т.к. со-
ответствуют неустойчивым колебаниям резонатора.
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зависимостей bµ ep nl m, ( ), b eD p nl m, ( )  и отношения 
r m p nl m p nl m( ) ( ) / ( ), ,e µ e e= D  от e bm /  при D = 1 и 
D Dp p nl m= , ( )e . Здесь, с ростом e bm /  (от 3 1 10 2. × -  
до 5 10 2× - ) значения bµ ep nl m, ( )  и b eD p nl m, ( )  бы-
стро растут, причем µ e ep nl m p nl m, ,( ) ( )< D , а отно-
шение r m( )e  уменьшается с 0.94 до 0.87.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе проведены теоретические и численные 

исследования нелинейных эффектов АЗВТ в стерж-
невом резонаторе с дислокационным гистерезисом 
Гранато–Люкке и линейной диссипацией при воз-
буждении в нем упругой сдвиговой гармонической 
волны. Методом возмущений получены выраже-
ния для резонансной кривой резонатора, нели-
нейных потерь µ ep nl m, ( )  и относительного сдвига 

резонансной частоты D p nl m, ( )e , а также для их от-

ношения r m p nl m p nl m( ) ( ) / ( ), ,e µ e e= D  и амплиту-
ды e e3( )m  третьей гармоники. Показано, что по-
лученные выражения верны при e bm / ≤ × -5 10 2,  
при этом с ростом амплитуды e0  и параметра 
Qp / b  значения e e bm( ) /0 , µ ep nl m, ( ), D p nl m, ( )e  
и e e b3 0( ) /  растут, а отношение r m( / )e b  (при 
3 1 10 5 102 2. /× ≤ ≤ ×- -e bm ) уменьшается от 0.94 до 
0.87.

В заключение отметим, что знание установлен-
ных закономерностей нелинейных акустических 
эффектов, связанных с дислокационным гисте-
резисом Гранато–Люкке, необходимо при анали-
зе результатов экспериментальных исследований 
АЗВТ в резонаторах из различных кристалличе-
ских твердых тел с целью изучения нелинейной 
динамики дислокаций, построения феноменоло-
гических уравнений состояния кристаллов, опре-
деления механизмов их гистерезисной нелинейно-
сти и развития методов нелинейной акустической 
диагностики.

Работа выполнена в рамках Госзадания ИПФ РАН 
по темам № FFUF-2024-0035 и № FFUF-2022-0005.
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Nonlinear Acoustic Effects in a Resonator with Dislocation Hysteresis  
and Linear Dissipation

V. E. Nazarov, S. B. Kiyashko
A.V. Gaponov-Grekhov Institute of Applied Physics of the Russian Academy of Sciences, Ulyanova 46,

Nizhny Novgorod, 603950 Russia

A theoretical study of nonlinear acoustic effects arising from harmonic excitation of a rod resonator 
with dislocation hysteresis of Granato-Lucke and linear dissipation has been carried out using the per-
turbation method. Expressions for the resonance curve, nonlinear losses, and shift of the resonant fre-
quencies and the amplitude of the third harmonic are obtained. A graphical and numerical analysis of 
the obtained results is carried out.

Keywords: nonlinear acoustic waves, amplitude-dependent internal friction, resonator
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