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ВВЕДЕНИЕ
В 2024 г. исполнилось 100 лет со дня рожде-

ния выдающегося ученого в области прикладной 
физики, акустики и радиофизики Виталия Ана-
тольевича Зверева. Он совсем немного не дожил 
до этой юбилейной даты. Среди многочисленных 
работ В.А. Зверева особое место занимает изобре-
тение им генератора разностной частоты, извест-
ного среди акустиков как “параметрический излу-
чатель” (ПИ). До сих пор эти приборы остаются в 
числе наиболее “ярких” приложений нелинейной 
акустики. Работы по ПИ составили его основной 
вклад в цикл “Разработка физических основ нели-
нейной акустики и ее приложений”, удостоенный 
Государственной премии СССР в 1985 г.

Для расчета ПИ используется теория взаи-
модействия дифрагирующих акустических волн. 
Идея ПИ опубликована П. Вестервельтом [1] и 
независимо высказана В.А. Зверевым и А.И. Ка-
лачевым [2]. Непростая история, связанная с при-
оритетом, отражена в статье [3]. Подробное изло-
жение результатов, полученных до 1980 г., дано в 
монографии [4]. Большой вклад в отечественные 
прикладные исследования внесли сотрудники Та-
ганрогского радиотехнического института (группа 
В.И. Тимошенко).

В простейшем случае ПИ состоит из первично-
го преобразователя (обычного излучателя звука), 

генерирующего высокочастотные волны “накачки” 
большой интенсивности, и протяженного участка 
нелинейной среды. В приложениях гидроакусти-
ки этот “столб” воды может быть длиной в десят-
ки и сотни метров. В этом “столбе” возбуждается 
низкочастотная волна и формируется ее диаграм-
ма направленности. С помощью ПИ, например, 
на частотах в несколько кГц удается создать пуч-
ки с очень узкой диаграммой шириной 1°–5° при 
небольших размерах первичного преобразователя 
порядка десятков см. Для формирования таких ди-
аграмм обычными излучателями требуются антен-
ны с диаметром зеркала порядка 10 м.

Преимуществами ПИ являются малогабарит-
ность, возможность плавной перестройки часто-
ты (в пределах резонансной кривой преобразо-
вателя), практически полное отсутствие боковых 
лепестков, легкость в управлении другими про-
странственными и временными характеристиками. 
Гидроакустические ПИ используются в измери-
тельных целях, для калибровки многокомпонент-
ных антенн; для профилирования дна и осадочных 
слоев, обнаружения предметов под дном [5]; для 
снятия частотной характеристики цели и класси-
фикации объектов [6]; для рыболокации мелких 
косяков и отдельных рыб [7]; для акустической 
связи на мелководных участках акватории в усло-
виях донной и поверхностной реверберации [7]; 
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в доплеровских лагах для абсолютного измерения 
скорости судна [8].

Заметим, что термин “параметрический”, при-
вычный для акустиков, не соответствует принято-
му в физике. Обычно параметрическими называют 
колебательные и волновые системы с параметра-
ми, изменяющимися во времени благодаря прито-
ку энергии извне. Параметрический процесс явля-
ется пороговым и развивается по экспоненте при 
его превышении. Здесь же правильнее говорить не 
“параметрический излучатель”, а генератор раз-
ностных (низких) частот.

Многочисленные теоретические работы, посвя-
щенные ПИ, можно разделить на две группы [9, 
10]. Первая группа развивает подход и результаты 
Вестервельта [1]. Ко второй относятся работы, ис-
пользующие упрощенные уравнения нелинейной 
акустики ограниченных пучков (уравнение Хохло-
ва–Заболотской (ХЗ) и его модификации). Метод 
предложен в работах [11, 12]. С его помощью уда-
лось довольно просто получить известные резуль-
таты и полностью описать картину формирования 
характеристик ПИ. Эта универсальная теория ока-
залась полезной в инженерных расчетах, при кон-
струировании отечественных приборов типа НАИ 
и ПГЛ [13].

1. МЕТОД РАСЧЕТА ПИ  
В КВАЗИОПТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ

Воспользуемся уравнением Хохлова–Заболот-
ской–Кузнецова (ХЗК), записанным для акусти-
ческого давления [4]:
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Здесь координата x  направлена вдоль оси пуч-
ка, лапласиан D⊥  действует на координаты в попе-
речном сечении, t = -t x c/  — время в системе, 
движущейся вместе с волной со скоростью звука c.  
Числа e  и b  — параметры нелинейности и дисси-
пации, r  — плотность среды.

В большинстве случаев ПИ работает при интен-
сивностях ниже порога образования разрыва. Эти 
режимы можно рассчитывать, решая (1) методом 
последовательных приближений. Генерация низко-
частотного спектра сильно искаженными волнами 
накачки обсуждается ниже в разделе 4.

Пусть преобразователь излучает в среду бигар-
монический сигнал с близкими частотами w1 , w2 . 
В первом приближении для круглых в поперечном 
сечении пучков решение имеет вид:
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где a w r1 2 1 2
2 32, , /= b c  — коэффициенты затухания 

волн накачки. Комплексные амплитуды p1 2,  высо-
кочастотных волн удовлетворяют параболическим 
уравнениям:
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Здесь k c1 2 1 2, , /= w . Вводя во втором приближении 
комплексную амплитуду волны разностной часто-
ты W = -w w1 2  (ВРЧ):
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получим для нее неоднородное уравнение:
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Здесь K c= W / , a r- = b cW2 32/ , a a a a= + - =-1 2 2 / LDIS
a a a a= + - =-1 2 2 / LDIS  — эффективный коэффициент 

затухания.
При решении (5) удобно воспользоваться инте-

гральным преобразованием Ханкеля [4]. Решение 
имеет вид:
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– преобразованная по Ханкелю правая часть урав-
нения (5). Удобно представить (6) и в другой форме:
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Решение (6), (8) справедливо для произвольных p1, 
p2, т.е. для различных распределений действитель-
ных амплитуд и фаз на поверхности преобразова-
теля накачки.

Выражения (6), (8) позволяют совершить пре-
дельный переход к дальней зоне и определить в об-
щем виде основную характеристику ПИ — форму 
диаграммы направленности.
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Пусть функция �Q  (7), определяющая плотность 
источников ВРЧ, заметно отличается от нуля лишь 
при x L< . В качестве “длины антенны” L  может 
выступать расстояние LDIS , на котором происхо-
дит затухание волн накачки, либо характерная дли-
на нелинейного поглощения, либо длина области 
взаимодействия, ограниченной фильтром (непро-
зрачным для высоких частот). Тогда в интеграл (6)  
наибольший вклад даст область x L< . Если 

интересоваться расстояниями x L>> , верхний 
предел интегрирования по dx ′ можно заменить  
на ∞ . Решение (6) в дальней зоне примет вид:
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Здесь

	 �� � �Q
K

Q r i
K

x dx dx Q x rn n n n
, , exp ,-









 = ( ) -









 = ( )

∞ ∞

∫ ∫
2 2

0 0
2 2

00

2

02

∞

∫ -








 ( )exp i

K
x J r r dr

n n 	 (10)

– правая часть (5), дважды преобразованная: по 
Фурье и по Ханкелю. Пользуясь универсальной 
асимптотической формулой для перехода в даль-
нюю зону (см. [4]), получим
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Модуль от этого выражения после нормировки на 
его максимум даст форму диаграммы направлен-
ности. Итак, для нахождения диаграммы нужно 
вычислить ��Q  (10) и заменить в полученном выра-
жении n  на Kr x K/ = q, где q  — угол между осью 
и направлением на точку наблюдения (для парак-
сиальных пучков).

Если каждую из амплитуд волн накачки мож-
но описать как произведение функций, зависящих 
только от r  и x, то
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Формула (11) примет вид:
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Здесь
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Выражение (14) есть преобразованное по Ханке-
лю произведение функций, описывающих изме-
нение амплитуд в поперечном сечении пучка. На-
зовем его “поперечный апертурный множитель”. 
Выражение (15) — это преобразованное по Фурье 

произведение функций, описывающих продольное 
изменение амплитуд. Назовем его “продольный 
апертурный множитель”.

Пусть, в частности,
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т.е. поперечное распределение амплитуд на по-
верхности излучателя радиуса a — равномерное, а 
продольное имеет вид экспоненты, описывающей 
затухание. При этом
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Диаграмма дается выражением
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Первый множитель в квадратных скобках соот-
ветствует диаграмме, которая сформировалась бы 
при обычном способе возбуждения ВРЧ непосред-
ственно первичным преобразователем. Угловая 
полуширина этой кривой qLIN Ka≈ 1 6. / . Второй 
множитель (его полуширина qNL DISKL≈ 2 / ) 
специфичен для ПИ; именно он в основном опре-
деляет форму и ширину диаграммы. Укажем, что 
функция DL q( ), найденная Вестервельтом, сводит-
ся к (17) заменой sin / /q q2 2( ) → , т.е. для углов 
q < ° °10 –20  обе формулы совпадают.

Представление (12) служит моделью реальной 
ситуации, когда область взаимодействия ограни-
чена длиной L LDIS D< . Если дифракция волн на-
качки существенна (L LDIS D>> ), из решения (8) 
следует результат Берктея [14]. Пользуясь в дальней 
зоне (x LD>> ) выражениями:
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с помощью асимптотической формулы [4] получим [15]:
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Здесь Ei  — интегральная показательная функция, 
x LD0 > ( )w / W  — начало зоны сферической расхо-
димости для ВРЧ.

Итак, при взаимодействии расходящихся волн 
на расстояниях x x> 0  формируется диаграмма 
ВРЧ

	 D D Dq q q( ) = ( ) ( )1 2 ,	 (21)

равная произведению двух диаграмм направленно-
сти излучателей высокочастотных волн w1 , w2 . Та-
ким образом, из общих выражений, приведенных в 
этом разделе, удается получить известные предель-
ные результаты.

2. ФОРМИРОВАНИЕ ВРЧ В ПОЛЕ 
НЕДИФРАГИРУЮЩИХ ВОЛН НАКАЧКИ 
Динамику формирования дальнего поля ВРЧ 

удалось описать лишь после того, как для расчета 

ПИ начали использовать метод, основанный на 
упрощенных уравнениях нелинейной акустики 
[12, 16]. Приведем здесь решение задачи взаимо-
действия недифрагирующих гауссовых пучков на-
качки, полагая в общем выражении (8)

	 p p p p
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Функция Φ x( )  описывает осевое изменение 
амплитуд высокочастотных волн. Мы проанализи-
руем два случая:

	 Φ Φx H L x x x LDIS( ) = -( ) ( ) = -( ), exp /2 .	(23)

В первом случае область взаимодействия ограни-
чена фильтром (H  — единичная функция Хеви-
сайда), во втором — затуханием. Решение (8) для 
гауссовых пучков принимает вид:
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Здесь LD,W – дифракционная длина ВРЧ.
Формула (24) имеет наглядный физический 

смысл. Если источники ВРЧ сосредоточены на 
границе x = 0  (т.е. Φ = ( )d x ), выражение (24) пе-
реходит в решение однородного параболического 
уравнения (3) для свободно дифрагирующего га-
уссова пучка. При всякой другой функции Φ  вы-
ражение (24) описывает интерференцию полей, 

создаваемых вторичными источниками ВРЧ. Эти 
источники распределены вдоль оси x  с линейной 
плотностью Φ x( ) , а поперек пучка — по гауссову 
закону.

Когда область взаимодействия ограничена 
фильтром, расположенным при x = 0, интеграл 
(24) берется и результат выражается через инте-
гральные показательные функции:
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	 (25)

Здесь P P Kp p L cNOR
D- -= ( )/ /,e r01 02

22W  — нор-

мированная величина. Решение (25) полностью 

описывает динамику формирования низкочастот-
ного поля. Можно найти, в частности, закон изме-
нения амплитуды ВРЧ на оси пучка:
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Здесь x x LD= / ,W . При малых x  из (26) следует, 
что амплитуда ВРЧ растет по линейному закону, 
как при взаимодействии плоских волн. При боль-
ших x L LD>> , ,W, амплитуда убывает, как в сфери-
чески расходящейся волне (~ /L x).

Зависимости (26) изображены на рис. 1а сплош-
ными кривыми как функции x x LD= / ,W  для раз-
личных значений L LD/ . , , ,,W = 0 5 1 2 4, указанных 
при соответствующей кривой. Видно, что ампли-
туда максимальна в окрестности x L= . После вы-
хода из области взаимодействия (x L> ) амплитуда 
довольно быстро уменьшается. Результат (26) ка-
чественно согласуется [12] с экспериментальными 
данными [2].

Штриховые кривые на рис. 1а дают аналогич-
ные зависимости для области взаимодействия, 
ограниченной затуханием; параметром кривых яв-
ляется отношение L LDIS D/ ,2 W , принимающее те 
же значения 0.5, 1, 2, что и L LD/ ,W  для сплошных 
кривых. Поскольку затухание ограничивает об-
ласть взаимодействия не столь резко, как фильтр, 
штриховые кривые выглядят более плавными.

На рис. 1б изображен процесс формирования 
поперечного распределения амплитуды ВРЧ. Кри-
вые построены для расстояний x LD/ . , , ,,W = 0 5 1 2 5,  
указанных при каждой кривой. При построении 
профилей по формулам (25) использовались та-
блицы функции Ei  в комплексной области и по-
лагалось L LD≥ 5 ,W.

Диаграмма направленности для решения (24), 
(25) рассчитывается способом, указанным в разде-
ле 1 и имеет вид:
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	 (27)

Если антенна короткая (L LD<< ,W), направлен-
ность ВРЧ определяется поперечным апертурным 
множителем:
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Этот предельный случай соответствует обычно-
му способу излучения ВРЧ. Угловая ширина qT  

обратно пропорциональна числу длин волн, уклады-
вающихся на апертуре преобразователя. Когда дли-
на антенны велика и выполнено условие L LD> ,W,  
становится заметным влияние продольного апер-
турного множителя:
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Угловая ширина qL  обратно пропорциональна 
корню из числа длин волн, укладывающихся на 
длине L  области взаимодействия; она может быть 
много меньшей, чем при обычном способе излуче-
ния (q qL T<<  при 2 1L LD, /W << ).
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(б)
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Рис. 1. (а) — Зависимости от расстояния нормированной 
амплитуды ВРЧ для области взаимодействия, ограни-
ченной фильтром (сплошные кривые) либо затуханием 
(штриховые кривые); (б) — поперечное распределение 
амплитуды ВРЧ на разных расстояниях.
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Чтобы понять динамику формирования диа-
грамм, нужно проанализировать решение (24), (25) 
в общем виде. Качественная картина такова. При 
малых x L LD<< , ,W, радиальное распределение ам-
плитуды ВРЧ близко к гауссовскому. Затем ширина 
пучка плавно увеличивается. Как только координата 
достигнет края антенны (x L= ), ширина a x( )  нач-
нет увеличиваться быстрее и при x L LD>> , ,W  рас-
тет пропорционально x. Это означает, что угловая 

ширина a x x( ) /  перестает зависеть от расстояния 
и формирование диаграммы закачивается.

Чтобы приближенно описать изменение ши-
рины пучка a x( )  и его угловой ширины, восполь-
зуемся формулой (27) и предположим, что на лю-
бом расстоянии x  радиальное распределение ВРЧ 
определяется произведением продольного и попе-
речного апертурных множителей с переменными 
ширинами a x x xL T L T, ,( ) = ( )q :
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Здесь закон изменения амплитуды на оси задан 
выражением (26); P x r- ( ),  — это решение (24). Ум-
ножая обе части (30) на 2pr  и интегрируя по dr от 
0  до ∞ , найдем искомые зависимости ширин от 
расстояния:
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В этих формулах P xNOR
- ( )  — нормированная ам-

плитуда ВРЧ на оси (26). Отметим важное обстоя-
тельство: ширина пучка меньше в той области, где 
больше давление (в окрестности максимумов на 
рис. 1а).

При x L LD<< , ,W  из формул (31) получаем:
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Следовательно, на малых расстояниях ширина 
a xT ( )  поперечного множителя увеличивается от 
своего исходного значения a aT 0( ) = . Ширина 
a xL ( )  продольного множителя велика и практиче-
ски не оказывает влияния на направленность ВРЧ. 
Однако с увеличением x  ширина aL  уменьшает-
ся и начинает все больше влиять на полную ши-
рину пучка ВРЧ. При x L LD>> , ,W  из формул (31) 
определим
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	 (33)

Отсюда видно, что в дальней зоне угловые шири-
ны qL T L Ta x x, , /= ( )  стремятся к постоянным 
значениям, т.е. формирование диаграммы закан-
чивается. Сохраненные в (33) малые члены L x/ 2  

позволяют установить, что диаграмма расширяет-
ся и приближение к асимптотическим значениям 
qL T, ∞( ) происходит снизу. Поскольку при малых 
x пучок сужается, из анализа предельных случаев 
следует: существует расстояние, на котором угло-
вая ширина пучка минимальна.

На рис. 2 сплошными кривыми показаны зави-
симости от x x LD= / ,W  угловой ширины qL  про-
дольного множителя для различных длин области 
взаимодействия (L LD/ , , , , ,,W = ∞1 2 4 8 16 ). Штрихо-
вые кривые изображают аналогичные зависимости 
угловой ширины qT  поперечного множителя. Оба 
семейства кривых нормированы на qT ∞( ), поэто-
му все штриховые кривые при x → ∞  стремятся к 
единице. Как видно из рис. 2, у достаточно длин-
ных антенн (например, L LD/ ,W = 16) ширина qL 
велика при малых x ; затем она уменьшается, до-
стигает минимума и вновь увеличивается, но так, 
что остается меньшей ширины qT  и, тем самым, 
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Рис. 2. Угловая ширины θL продольного множителя для 
различных длин области взаимодействия, указанных при 
каждой сплошной кривой; штриховые кривые — анало-
гичные зависимости угловой ширины θT поперечного 
множителя.
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определяет полную угловую ширину диаграммы 
направленности.

Рассмотренный режим работы ПИ для ограни-
ченной фильтром области взаимодействия недифра-
гирующих волн накачки является простейшим; здесь 

все результаты удается представить в наглядной ана-
литической форме.

Когда область взаимодействия ограничена зату-
ханием, в решении (24) нужно заменить функцию 
Φ экспонентой. Соответствующий интеграл удает-
ся взять на оси r = 0:

	 P x
x

L
x

L
i

L

L
iNOR

DIS DIS

D

DIS
- ( ) = -





+






-, exp ,0
2

2 2 2
2

Ei EiW LL

L
D

DIS

, .W





	 (34)

Зависимости (34) при различных значениях LD,W, 
LDIS  показаны на рис. 3а, 3б. Динамика формиро-
вания поля на оси и диаграммы направленности 
качественно аналогичны уже рассмотренному про-
цессу для ПИ, ограниченного фильтром.

3. ВЛИЯНИЕ ДИФРАКЦИИ ВОЛН НАКАЧКИ 
Метод расчета, изложенный в разделе 1, удо-

бен для исследования и более сложных режимов 
работы ПИ, когда необходимо учитывать дифрак-
цию волн накачки [15], их фокусировку и другие 
факторы. Рассмотрим здесь генерацию ВРЧ в поле 
дифрагирующих высокочастотных волн. Положим 
в решении (6), (7)
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Здесь L a cD; , , /1 2 1 2
2 2= w  — характерные дифрак-

ционные длины для волн с частотами w1 2, . Функ-
ции p1 2,  (35) есть точные решения параболических 
уравнений (3).

Вычисляя последовательно интегралы (6), (7), 
найдем:
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С помощью (36) довольно просто рассчитывается 
одна из основных характеристик ПИ — зависи-
мость амплитуды ВРЧ от расстояния на оси пуч-
ка. Например, для области взаимодействия волн, 
ограниченной фильтром, получаем:
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Вычисление (37) дает
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Рис. 3. Зависимости от расстояния нормированной ам-
плитуды ВРЧ для области взаимодействия, ограниченной 
затуханием.
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Здесь обозначено:
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В случае большого снижения по частоте 
n = w1 / W в решении (38)–(40) имеются три сильно 
различающихся пространственных масштаба: LD,W,  

L L nLD D D, , ,1 2 ≈ W, и L L L n LD D D D, , , ,/1 2
2

W W≈ ; чет-
вертый масштаб L  может быть произвольным. 
Очевидно, что на практике могут встретиться 
разнообразные ситуации, и анализ формул типа  
(36)–(40) следует проводить с учетом конкретных 
ограничений, налагаемых условиями эксперимента 
или техническим заданием. Такой анализ детально 
проведен в работах [18, 19], где указано на согласие 
с изложенной здесь теорией.

На рис. 4 показано, как ведет себя нормирован-
ная амплитуда ВРЧ на оси пучка для различных ко-
эффициентов n  при L → ∞. Видно, что дифрак-
ция волн накачки приводит к появлению максиму-
ма, расположенного на расстоянии x L LD D≈ , ,1 2  и 
равного

	 P n nNOR
- ≈ -( ) +

MAX

1
4

12 2ln .p 	 (41)

Для расчета диаграммы направленности вос-
пользуемся общими формулами (9), (10) и получим
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Диаграмма описывается выражением:

	D K
a dy

iy
a y

iy
dyn q n n b

c

=( ) = -








 +

-
+









 ×

+∫exp exp
2 2

0

2 2

8 1 8 1 1 iiy
n n

L

n n LD0

1

4 1 1
2 1

c

b c∫
-

= -( ) + =
-( ), , .

,W
 (43)

Интересно, что существует лишь два характер-
ных масштаба изменения подынтегральной функ-
ции (42): LD,W  и L L L n LD D D D, , , ,/1 2

2
W W= . Третий 

(промежуточный) масштаб L L L nLD D D D, , ,1 2 ≡ ≈ W,  
определявший поведение амплитуды на оси пуч-
ка, здесь отсутствует. Это означает, что диаграм-
ма направленности, сформированная на несколь-
ких дифракционных длинах LD,W  для ВРЧ, будет 
слабо изменяться с увеличением области взаимо-
действия. Новые заметные изменения диаграммы 
начнутся после того, как будет пройдено рассто-
яние, кратное многим дифракционным длинам 

высокочастотных волн (т.е. при x nLD~ ). Этот 
факт объясняет наблюдавшуюся в экспериментах 
слабую зависимость формы и ширины диаграммы 
направленности от изменения разностной частоты 
в широких пределах [18, 19].

Для наглядного представления зависимости 
ширины диаграммы от длины области взаимо-
действия разложим экспоненты (43) до членов 
~ /n2 2 8a , после чего интеграл удается выразить 
через элементарные функции. Поведение ширины, 
нормированной на свое исходное значение, опи-
сывается формулой:
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Как показано на рис. 5, ширина диаграммы на-
правленности уменьшается до асимптотического  
(c → ∞) значения 1 4 1/ n n -( ), соответствующе-
го сферически расходящимся взаимодействующим 
волнам накачки.

Укажем, что на основе изложенной теории вы-
полнены детальные инженерные расчеты основ-
ных характеристик ПИ. Пользуясь имеющимися 
номограммами, можно количественно определить 
необходимые параметры нелинейных излучающих 
антенн [4].

Итак, в разделах 1–3 изложена теория ПИ звука, 
учитывающая затухание и дифракцию взаимодей-
ствующих волн в квазиоптическом приближении. 
Получены универсальные формулы для расчета 
диаграмм направленности ПИ. Описана динамика 
формирования диаграмм.

4. ОСОБЕННОСТИ РАБОТЫ ПИ В РЕЖИМЕ 
СИЛЬНО ИСКАЖЕННЫХ ВОЛН НАКАЧКИ 

В разделах 1–3 обсуждалась работа ПИ при сла-
бом проявлении нелинейности. Для повышения 
эффективности преобразования частоты вниз ис-
пользуются интенсивные волны накачки, профиль 

которых заметно искажен [20]. Из-за образования 
ударных волн и сильного нелинейного поглощения 
происходит ограничение области взаимодействия 
на расстоянии порядка LSH . Это сказывается на 
форме диаграммы направленности и законе изме-
нения амплитуды ВРЧ вдоль оси. Появляется ряд 
новых явлений: генерация гармоник ВРЧ с часто-
тами nW  и нелинейная зависимость амплитуды 
сигнала от произведения амплитуд волн накачки.

Когда форма волны близка к пилообразной, 
нужно учитывать большое число высокочастотных 
гармоник и метод последовательных приближений 
не применим. Воспользуемся методом усреднения 
поля по быстрым высокочастотным осцилляциям. 
Разделяя в уравнении (1) высокочастотную и низ-
кочастотную части поля p p P= +w W  и проводя 
усреднение, получим:
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Уравнение (45) содержит член D W⊥P , поскольку 
при работе ПИ принципиально нужно учитывать 
дифракцию низкочастотных компонент спектра.

Генерация низких частот мало сказывается на 
поведении высокочастотной части поля. Поэтому 
величину pw  при расчете правой части (45) можно 
определить, решив уравнение Бюргерса с гранич-
ным условием:

	 p x r A r m=( ) = ( ) -( )0 1, , cos sint t wtW .	 (46)

NOR|P |–

2 4 10 100 10001

0.5

1

n = 5

10
20

x / LD,Ω

Рис. 4. Зависимости от расстояния нормированной ам-
плитуды ВРЧ на оси пучка для различных коэффици-
ентов n.
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Рис. 5. Зависимости от расстояния нормированной ши-
рины диаграммы направленности для различных n.
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Соответствующее решение содержит как гармони-
ки волны накачки nw, так и гармоники огибающей 
nW. После усреднения по быстрым осцилляциям 
величина pw

2  будет содержать только низкоча-
стотные гармоники:

	 p p in c c
n

n
w w t2 2

1

1
2

= ( ) +
=

∞

∑ exp . .W 	 (47)

Подставляя это выражение в (45), видим, что рас-
пределенные источники в правой части уравне-
ния возбуждают такой же набор низкочастотных 
гармоник:

	 P A in c cn
n

W W W= ( ) +
=

∞

∑1
2

1

exp . .t 	 (48)

Для каждой из амплитуд AnW  получаем неоднород-
ное параболическое уравнение:
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Реализация такой схемы расчета затруднена от-
сутствием общих простых выражений для распре-
деленных источников Qn. Однако в ряде задач уда-
ется получить аналитические решения.

Исследуем вначале поведение диаграмм направ-
ленности низкочастотных гармоник. Вычислим 
функцию ��Q  согласно (10). Пусть амплитуда волны 
накачки постоянна по сечению круглого пучка ра-
диуса a  и равна нулю вне его: A r p H r a( ) = -( )0 1 / .  
Из-за слабой дифракции высокочастотных волн 
функцию Qn  положим равной:

	 Q x r i
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Формула (10) примет вид:
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Итак, в этом случае диаграмма направленности 
представляется как произведение поперечного и 
продольного апертурных множителей. Выражение 
DT q( )  дается формулой (17), а продольный множи-
тель для гармоники nW  равен преобразованному 
по Фурье распределению источников Φn x( )  вдоль 
оси x:

	 D x i
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K x dxL nq q( ) = ( ) -
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
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∞

∫ Φ exp .
2

2

0

	 (52)

Функции Φn x( )  можно определить из ре-
шения задачи для плоских волн. Как видно 
из уравнения (49), при отсутствии дифракции 

Φ Wn n nQ A x~ /= ∂ ∂ . Таким образом, располагая 
данными о поведении амплитуд гармоник огибаю-
щей в плоской волне, можно найти функции Φn x( ),  
а затем по формуле (52) рассчитать диаграммы 
направленности.

Эти функции приближенно вычислены в ра-
ботах [21, 22]. Их зависимости от приведенного 
расстояния x LSH/  изображены на рис. 6 (штри-
ховые кривые) для глубины модуляции m = 0 9. . 
Как видно, имеется различие в поведении кривых. 
Для первой гармоники в области до разрыва функ-
ция Q1  постоянна; затем она монотонно убывает. 
Плотность источников Q2  волны второй гармони-
ки до разрыва также постоянна, а после разрыва 
быстро уменьшается и меняет свой знак, т.е. волна 
2W начинает генерироваться в противофазе. Третья 
гармоника 3W  возникает только после образова-
ния разрыва, причем также меняет свой знак. 

Пространственное поведение амплитуд гармо-
ник (сплошные кривые на рис. 6) можно просле-
дить, интегрируя распределения для Qn. Аналогич-
ные результаты получены с помощью численного 
расчета [23].

Отметим, что в соответствии с (52) и зависимо-
стью 1ʹ на рис. 6 диаграмма направленности для 
первой гармоники AW  качественных особенностей 
не обнаруживает. Интересный вид приобретает 
диаграмма для второй низкочастотной гармоники 
A2W. Это связано с тем, что кривая 2ʹ на рис. 6 име-

ет знакопеременный характер. Аппроксимируем 

Фn
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0 1

2
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Рис. 6. Зависимости от расстояния амплитуд первых 
трех низкочастотных гармоник (сплошные кривые) и 
их источников (штриховые кривые).
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эту зависимость простой функцией — разностью 
двух экспонент:
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Здесь κ < 1, l l1 2 1/ <  — свободные параметры, ва-
риацией которых можно изменять форму кривой 
с целью приблизить ее к реальной зависимости 
Φ2 x( ). Вычисляя интеграл (52), найдем:
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Здесь обозначено q1 2 1 22 2, ,/= Kl .
Диаграмма (54) изображена на рис. 7 для 

трех значений κ = 0 25 0 35 0 5. , . , .  и отношения 
l l1 2 0 25/ .= . Видно, что в ее центре может обра-
зоваться провал. Он достигает наибольшей вели-
чины (амплитуда A2W  падает до нуля) при l l1 2= κ , 
т.е. в том случае, когда площадь под кривой Φ2 x( ) 
равна нулю. Этот факт имеет общий характер и не 
связан с принятой аппроксимацией (53). Как сле-
дует из формулы (52), равенство нулю A2W  на оси 
диаграммы (при q = 0) имеет место всегда, если 

интеграл Φ2

0

0
∞

∫ ( ) =x dx . Ранее указывалось, что 

этот интеграл пропорционален асимптотическому 
значению A x2W → ∞( ), получаемому из решения 
уравнения Бюргерса. Таким образом, анализ зада-
чи для плоских волн позволяет установить, имеет-
ся ли провал в центре диаграммы направленности.

Асимптотическое поведение низкочастотных 
гармоник, генерируемых разрывными плоскими 
волнами накачки, описывается решением уравне-
ния Бюргерса:
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Оно справедливо на расстояниях x LDIS> , 
x LDIS<< ,W  для произвольного закона амплитуд-
ной модуляции f Wt( ). При Γ << 1 имеем I I1 0 1/ ≈ ,  
т.е. форма низкочастотного сигнала определяется 
производной от огибающей. Для волны, модулиро-
ванной по гармоническому закону (46), получаем

	 P p mW
W W= 0 w

tsin . 	 (56)

Этот результат показывает, что при сильном прояв-
лении нелинейности на больших расстояниях оста-
ется лишь первая гармоника огибающей; амплиту-
ды же волн A2W и A3W  стремятся к нулю. Следо-
вательно, в центре диаграмм направленности этих 
гармоник должны возникать провалы, и диаграм-
мы принимают вид двугорбых кривых (рис. 7). Это 
явление имеет место только для сигнала (46). На-
пример, в случае бигармонического сигнала с оди-
наковыми амплитудами форма огибающей дается 
функцией f = ( )2 2cos /Wt , спектр производной 
от которой, в отличие от (56), содержит весь на-
бор низкочастотных гармоник. Их амплитуды при 
x → ∞ стремятся к ненулевым постоянным значе-
ниям, и провалы в центре диаграмм отсутствуют.

Двугорбые диаграммы наблюдались экспери-
ментально (см., например, [24]). 

Процесс формирования диаграммы для второй 
низкочастотной гармоники изображен на рис. 8 для 
различных расстояний x LSH/ , равных 0.5 (штри-
ховая кривая), 2, 3.5, 4, 5, 6. Дифракция становится 
заметной при x LSH/ ~ ,2  поэтому на расстоянии 
0.5 волну высокой частоты можно считать плоской. 
Для расстояний, меньших 2, не имеет смысла го-
ворить об угловой структуре, и штриховая кривая 
изображает зависимость нормированного квадрата 
амплитуды АnW

2  от радиальной координаты r a/ .  
Для остальных кривых по оси абсцисс отложена 
угловая координата qL aSH / .

На рис. 8а отметим два процесса: установле-
ние ширины диаграммы и формирование провала 

|D  (θ)|L

θ/θ2

0.35

0.5

κ = 0.25

1

0.5

0
1 3 5

Рис. 7. Диаграмма направленности для амплитуды 
второй низкочастотной гармоники, содержащая про-
вал на оси пучка.
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в центре. Стационарная ширина достигается при
x LD~ , и этот процесс связан с дифракцией. Про-
вал же образуется из-за нелинейности и заметен на 
расстояниях, где функция Φ2 x( )  меняет знак.

Поведение квадратов нормированных амплитуд 
А pnW

2
0
2/  первых трех гармоник для r = 0  и пара-

метров Γ = 0 05. , N = 0 3. , W / .w = 0 1  изображено 
на рис. 8б сплошными кривыми 1, 2, 3. Значения 
на оси ординат увеличены в 103  раз (кривая 1), 104  
(кривая 2) и 0 25 106. ×  (кривая 3). Штриховые 
кривые на рис. 8б представляют результаты для 
L LSH D= 3 , когда разрывы формируются уже в зоне 
сферической расходимости волн накачки. При 
этом масштаб проявления нелинейных искажений 
увеличивается, а изменение амплитуд с расстояни-
ем происходит медленнее. Значения по оси орди-
нат увеличены в 104  раз (кривая 1ʹ), 105  (2ʹ) и 106  
(3ʹ). Результаты для ПИ со сферически расходящи-
мися волнами накачки получены в работах [25, 26]. 

Обсудим форму низкочастотного сигнала, пред-
ставляющего собой комбинацию нескольких гар-
монических составляющих. Согласно (11), поле на 
оси в дальней зоне имеет вид

	 A x
a nK

c

p
x

x dxn nW Φ, .q
e

r
=( ) = -

( ) ( )
∞

∫0
4

2 2

2
0
2

0

	 (57)

Форма сигнала дается рядом Фурье (48), коэффи-
циенты которого находятся по формуле (57):

	

P x

a

c

p
x

in x dx c c
n

n

W

W Φ

, ,

exp . .

t q

e
r t

t

=( ) =

= ∂
∂

( ) ( ) +
=

∞ ∞

∑ ∫

0

8

2

4
0
2 2

2
1 0

..
	(58)

Выражение под знаком суммы имеет наглядный 
смысл. Действительно, решение плоской задачи, 
соответствующее (57) (как это следует из уравне-
ния (45) при D⊥ = 0), равно:	

	 A x i
n

c
p x dxn nW

W Φ→ ∞( ) = ( )
∞

∫e
r2 3 0

2

0

. 	 (59)

Таким образом, асимптотическая форма плоской 
волны дается выражением:

	

P x

p

c
in x dx c c

n
n

W

W Φ

→ ∞( ) =

= ∂
∂ ( ) ( ) +

=

∞ ∞

∑ ∫

,

exp . . .

t

e
r t

t0
2

3
1 0

4

	 (60)

Сравнивая (58) и (60), найдем связь между реше-
нием задачи для плоских волн и низкочастотным 
полем в дальней зоне на оси пучка:

	 P x
a
cx

P xW W, , , .t q
t

t=( ) = ∂
∂

→ ∞( )0
2

2

	 (61)

Поскольку, согласно (55), асимптотическая форма 
плоской волны описывается первой производной 
от функции огибающей, то

	 P x p
L

x
fD

W
WW W, , .,t q

w
t=( ) = ′′ ( )0 0 	 (62)

Таким образом, форма сигнала в дальней зоне про-
порциональна второй производной от огибающей 
исходной амплитудно-модулированной волны.

Когда волна модулирована по гармоническому 
закону, поле (62) не содержит особенностей. Одна-
ко для других видов модуляции двукратное диффе-
ренцирование “обостряет” форму низкочастотно-
го сигнала в дальней зоне. Например, упомянутая 
выше огибающая бигармонического сигнала с рав-
ными амплитудами периодически терпит излом. 
Поэтому в окрестностях Wt p= +( )2 1n  вторая 
производная может достигать большой величины, 
что и наблюдалось в эксперименте [24]. 

Исследование выполнено в рамках государ-
ственного задания МГУ имени М.В. Ломоносова.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Интерес к формированию низкочастотных 

акустических полей источниками малой аперту-
ры стимулировался вначале гидроакустическими 
приложениями. Среди них отметим задачи даль-
него распространения излучения ПИ в океане 
[27] и селективного возбуждения одномодового 

(а)

(б)

D
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0.5
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2
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θL  / аSH
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Рис. 8. (а) — Формирование диаграммы второй низкоча-
стотной гармоники и провала в ее центре; (б) — поведение 
квадратов амплитуд первых трех гармоник на оси пучка 
(сплошные кривые) и при образовании разрывов в зоне 
сферической расходимости (штриховые кривые).
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режима в волноводе [28]. Позднее привлекли ин-
терес устройства воздушной акустики [3, 29, 30]. 
Обсуждались возможности дополнительной лока-
лизации низкочастотных сигналов [31]. В связи с 
развитием компьютерных технологий и вычисли-
тельных методов появились работы [32, 33], ориен-
тированные на использование ПИ в медицинской 
технике. Библиография публикаций приведена в 
разделе 05.08 на сайте www.akzh.ru [34]. 

Интересно отметить также, что аналогия с ПИ 
применена в нелинейной оптике для генерации 
инфракрасного излучения лазерными пучками ви-
димого диапазона; при этом не требуются специ-
альные условия для реализации синхронного вза-
имодействия световых волн [35]. 
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The universal theory of “parametric” sound emitters is presented, taking into account the attenuation 
and diffraction of interacting waves in the quasi-optical approximation. Expressions are given that de-
scribe the structure of the low-frequency field excited by high-frequency waves with arbitrary amplitude 
and phase distributions on the surface of pump converters. Universal formulas for calculating directional 
patterns are given. The dynamics of pattern formation is described. The results of calculating the regime 
of highly distorted pump waves containing shock fronts are presented. 
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